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3D-Funktion

Graph der Funktion f(x,y) mit ebenen Schnitten

Die Figur 3D-Funktion-Lsg2.ggb zeigt den Graphen einer Funktion f(x,y) zweier VerSnder-
licher mit ebenen Schnitten y=yo bzw. x=xo parallel zur xz- bzw. yz-Ebene samt Tangenten.
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...fine in GeoGebra neben dem 2D-Grafik-Fenster ein 3D-Fenster. Das 2D-Fenster stellt die
xy-Ebene des xyz-Koordinatensystems im 3D-Fensters dar, wobei man Yber Eigenschaften
-> Erweitert festlegen kann, ob ein Objekt in einem oder beiden Fenstern ausgegeben wird.

Folge zunSchst dem Konstruktionsprotokoll fYr den vertikalen Schnitt mit der Ebene x=xo :
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Erzeuge analog den vertikalen Schnitt mit der Ebene y=yo, vgl. Konstruktionsprotokoll:
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Den horizontalen Schnitt mit der Ebene z=z, (H6henlinie h durch den Punkt P) erhalt man im
3D-Fenster mit dem Werkzeug Schneide zwei FISchen bzw. Befehl SchneideBahnkurven .
In der xy-Ebene definiert die Gleichung f(x,y) = zo eine implizit gegebene Kurve ho durch Po,
vgl. Befehl ImpliziteKurve[f(x, y) B z o], auf der der Gradient (fx(Po),fy(Po)) in Po senkrecht
steht. Damit erhalt man die Tangente t, an ho in Py und die Tangentenebene T an den
Graphen von f in P mit dem Normalenvektor n=(fx(Po),fy(Po),-1)" = —(1,0,fx(Po))™x(0,1,f,(Po))"
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Betrachte auch die Funktionen f(x,y) = 3 sin(x) / sin(y) oder f(x,y) = x"2 + x*y - z"\2
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Nr. |Name | Befehl | Wert
1 Punkt O Schneide[xéchse, yAchse] Q=0 0)
2 Funktion in mehreren Variablen f T, y) = (2 y) 1 (x* + 57)
3|Punkt M PunktxAchse] M=(1,0)
4/7ahl m %(M) m=1
5Funktion g aX)=mx axy=x
6|Parameterkurve c_ Kurvelt, git), fit, gith), t, -2, 21 e -t ([ g/ {t* + olt)))
7|Punkt M, (0, 0, Grenzwerf(x, g(x)), 01 M,=(0,0,0)
8|Text Text1 Wim Tk mg="+ (FormelTextiz(M )+~  ["lim_{ x to 0}f(x, mx)=0"
9 Punkt A PunktxAchse] A=(2 0)
10/ Zahl a x(A) 3=2
11 Funktion p plx)=ax plx) = 2
12|Parameterkurve <, Kurvelt, pit), fit, pty), t, -2, 2] c (t, 2%, ((t= plth) / (t* + pd)Fn
13 F'Llrm‘[.ﬂxEI (0, 0, Grenzwert[fix, p(x)), 0} An =(0 0 04)
14 Teut Text2 im o et 2)=" + (FormelTesdfziA ) +™ "Wim_{ x \to 0 }fix,ax"2)=0.4"
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Ebene Kurven und Raumkurven
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Nr.| Name | Befehl | Wert
1Kurve ¢ Kurve[t cos(t), t sin(t), t, -5, 5] c:(t cos(t), t sin(t))
2Zahlt, t,=-2.1
3Punkt P c(t,) P=(1.06, 1.81)
4 Kurve c' Ableitung(c] c':(sin(t) (-1) t + cos(t), cos(t) t + sin(t))
5Punkt P' P+c'(t) P'=(-1.26, 2.01)
6 Gerade t Gerade[P, P'] t:-0.2x - 2.32y = -4.41
7 Vektor v Vektor[P, P v =(-2.32,0.2)
8 Wahrheitswert ww ww = false
(
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Extrema einer Funktion in x und y

Um Extrema einer zweimal stetig differenzierbaren Funktion f(X,y) zu bestimmen, sucht man
zunSchst die stationSren Stellen mit grad f = (£, f,) = (0,0) (Tangentenebene TP: horizontal)
und untersucht an diesen Stellen die Yber die zweiten partiellen Ableitungen von f bestimmte
Hessematrix Hr. Ist diese positiv/negativ definit (! det Hi>0! fix > 0 bzw. < 0), so liegt ein
Minimum/Maximum vor, ist diese indefinit (I det Hi < 0), so liegt ein Sattelpunkt vor.

b Algebra 5 [» crafik X[+ 3D Grafk x
nktion in mehreren Variablen = '_T
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flxy) = (¥' =3y x+ Ll
Rluy) =y +x* =3y 5 +f____ ___j_},_ _____________
f,(x,y) = 3xy?—bxy \ (%g.¥g)
fu [(x,¥) = 2x f (xy)=0 g .7
e Tt 5 -4 -3 -2 1,\’0 0/1 2l 3 4 s
- - - - -~
fyx(xv}‘) :35'2_6)' - P B
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P = (2, 1.5, -4.08) s
P,=(2,15) ® fuste STL := {(0,0),(-2,2), (0,3), (2,2

Die Figur Extrema-CAS.ggb zeigt im Grafik-Fenster die durch fyx(x,y) =0 und fy(x,y) =0
implizit gegebenen Kurven F, und Fy, deren Schnittpunkte die stationSren Stellen von f(x,y)
sind. Diese liefert der Befehl LSse[{F «, Fy}] in der CAS-Umgebung als L'ste STL. Schiebt
man den freien Punkt Po = (Xo,Y0) in der xy-Ebene auf eine stationSre Stelle, wird deren Art
angegeben. Zudem kann man im 3D-Fenster die Taylorpolynome TP: (Tangentenebene von
fin P) und TP, (quadratische Approximation von f in P) mit KontrollkSstchen einblenden.

In der Figur Extrema-CAS-0.ggb sind bereits vorbereitet: die Funktion f(x,y) mit Eingabe-
feld, der freier Punkt P o = (Xo,Y0) in der xy-Ebene mit dem Gradienten grad+ 'von f in (Xo,Yo)
und das Taylorpolynom TP1(X,y) = zo + grad: (X B X, ¥ P yo) , vgl. Kon.Protokoll Schritte 1-15
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Die Liste STL der Schnittpunkte der beiden implizit gegebenen Kurven (Namen Fy , Fy)
bestimmt man durch Eingabe von STL := Lose[{Fx, Fy}] in der Zeile 1 des CAS-Fensters.

Nr. Name Definition Wert
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Die zweiten partiellen Ableitungen erhélt man z.B. als f_{xy}(x, y) = Ableitung[f_x(x, y), y],
und stellt fest, dass fyx = fxy ist, da f(x,y) zweimal stetig differenzierbar ist (Satz von Schwarz).
Die Hessematrix Hs = {{fxx(Xo,Yo0), fxy(Xo,¥0)}, {fyx(Xo,Y0), fyy(Xo,Y0)}}!!lerhélt man als Liste von
4% (), &3& 5. &3& 6 _ 4 %'() H%'()_  &3&
400/&'.(')12(3( 4-323( 4 7%/0/&‘,(‘) 4000/&‘,(’)82(3( 4
Schiebt man (Xo,Yo) auf eine stationare Stelle, so gibt Text3 zur Bestimmung der ,Art* die
Werte det = Determinante[Hs] und fxx = fxx(Xo,Yo) aus (siehe Bed.->Erw. ,grad_f! <0.0001").

Listen und damit "#4%:'() *+ %.'( ) -.

Betrachte auch die Funktion f(x,y) = x2y/(x*+y?) zwischen den beiden Ebenen z = + 0.5.

Die Figur ImpliziteFunktion.ggb zeigt die L6sung folgender Aufgabe:
Durch F(x,y) = x3+ 3 x y + y3+ 3 = 0 ist eine Kurve c (eine Funktion y = f(x)) implizit gegeben.

. . » Algebra = X |» Grafik X
a) BesUmme die Punkte Funktion in mehreren Variablen i \ : o 7]\
vonc mitxg="!1samt || ® F(x,y) = x*+3xy+y>+3 [Implizite Kurve ¢ ImpliziteKurve[F]]

Tangenten.

..... ® F.(x,y) =3x>+3y 1;‘5nﬁradF(P)

b) In welchem von diesen || - ® Fy(x,y) = 3y>+3x

m

ist F(x,y)=0nach || . ® Fu(x,y) = 6x
y = f(x) auflésbar? || . ® Fy(x.y) =3

c) Bestimme die Extrema || ® Fw(oy) = by
der implizit gegebenen || Seade By =3
Funktion f. @ o:x=-1

d) Zeige, dass der Punkt || '.mﬁ’:")f':tg;f“f;y 0
D von c mit xp = 0 ein L@ X3y Y =13
Wendepunkt von c ist. Liste

P am w s w ey o8 a4 o4 ey g s aamee

Die Ableitungen f ' und f " von f erhalt man Uber die partiellen Ableitungen von F und erhalt
fur den Punkt D mit f " = ! (Fx(D) (Fy(D))! - 2Fxy(D) Fx(D) Fy(D) + Fy(D) (Fx(D))!) / (Fy(D))3 =0,
vgl. den Wert a.

Betrachte auch das Beispiel Extrema-Parabel.ggb, bei dem die Extrema der Funktion
f(x,y) = x2 + y2 unter der Nebenbedingung p(X,y) = X2 +2y —11 = 0 zum einen direkt durch
Einsetzen der Nebenbedingung in die Funktion f(x,y) zum anderen mit der Methode von
Lagrange mit der Lagrangeschen Hilfsfunktion L(x,y,")=f(x,y)+" p(x,y) bestimmt werden.
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