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Graph der Funktion f(x,y) mit ebenen Schnitten 
 

Die Figur 3D-Funktion-Lsg2.ggb zeigt den Graphen einer Funktion f(x,y) zweier VerŠnder-
licher mit ebenen Schnitten y=y0 bzw. x=x0 parallel zur xz- bzw. yz-Ebene samt Tangenten. 

 
…ffne in GeoGebra neben dem 2D-Grafik-Fenster ein 3D-Fenster. Das 2D-Fenster stellt die 
xy-Ebene des xyz-Koordinatensystems im 3D-Fensters dar, wobei man Ÿber  Eigenschaften 
-> Erweitert festlegen kann, ob ein Objekt in einem oder beiden Fenstern ausgegeben wird. 

Folge zunŠchst dem Konstruktionsprotokoll fŸr den vertikalen Schnitt mit der Ebene x=x0 : 

Nr. Name Definition Wert 
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Kurve[ <Ausdruck>, <Ausdruck>, <Ausdruck>, <Parameter>, <Startwert>, <Endwert> ] 
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Erzeuge analog den vertikalen Schnitt mit der Ebene y=y0, vgl. Konstruktionsprotokoll: 
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Den horizontalen Schnitt mit der Ebene z=z0 (Höhenlinie h durch den Punkt P) erhält man im 
3D-Fenster mit dem Werkzeug Schneide zwei FlŠchen  bzw. Befehl SchneideBahnkurven . 
In der xy-Ebene definiert die Gleichung f(x,y) = z0 eine implizit gegebene Kurve h0 durch P0, 
vgl. Befehl ImpliziteKurve[f(x, y) Ð z 0], auf der der Gradient (fx(P0),fy(P0)) in P0 senkrecht 
steht. Damit erhält man die Tangente  th an h0 in P0 und die Tangentenebene  T an den 
Graphen von f in P mit dem Normalenvektor n=(fx(P0),fy(P0),-1)T = −(1,0,fx(P0))Tx(0,1,fy(P0))T 
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Betrachte auch die Funktionen  f(x,y) = 3 sin(x) / sin(y)   oder  f(x,y) = x^2 + x*y - z^2 . 
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Extrema einer Funktion in x und y 
 

Um Extrema einer zweimal stetig differenzierbaren Funktion f(x,y) zu bestimmen, sucht man 
zunŠchst die stationŠren Stellen mit grad f = (fx , fy) = (0,0)  (Tangentenebene TP1 horizontal)  
und untersucht an diesen Stellen die Ÿber die zweiten partiellen Ableitungen von f bestimmte 
Hessematrix Hf. Ist diese positiv/negativ definit (!  det Hf > 0 !  fxx > 0 bzw. < 0), so liegt ein 
Minimum/Maximum vor, ist diese indefinit (!  det Hf < 0), so liegt ein Sattelpunkt vor. 

 
Die Figur Extrema-CAS.ggb  zeigt im Grafik-Fenster die durch  fx(x,y) = 0  und  fy(x,y) = 0 
implizit gegebenen Kurven Fx und Fy, deren Schnittpunkte die stationŠren Stellen von f(x,y) 
sind. Diese liefert der Befehl Lšse[{F x, Fy}] in der CAS-Umgebung als L’ste STL. Schiebt 
man den freien Punkt P0 = (x0,y0) in der xy-Ebene auf eine stationŠre Stelle, wird deren Art 
angegeben. Zudem kann man im 3D-Fenster die Taylorpolynome TP1 (Tangentenebene von 
f in P) und TP2 (quadratische Approximation von f in P) mit KontrollkŠstchen einblenden.  

In der Figur Extrema-CAS-0.ggb  sind bereits vorbereitet: die Funktion f(x,y)  mit Eingabe-
feld, der freier Punkt P 0 = (x0,y0) in der xy-Ebene mit dem Gradienten grad f !von f in (x0,y0) 
und das Taylorpolynom TP1(x,y) = z0 + grad f (x Ð x0, y Ð y0) , vgl. Kon.Protokoll Schritte 1-15 
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Die Liste STL der Schnittpunkte der beiden implizit gegebenen Kurven (Namen Fx , Fy) 
bestimmt man durch Eingabe von STL := Löse[{Fx, Fy}] in der Zeile 1 des CAS-Fensters. 

Nr. Name Definition Wert 
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Die zweiten partiellen Ableitungen erhält man z.B. als  f_{xy}(x, y) = Ableitung[f_x(x, y), y], 
und stellt fest, dass fyx = fxy ist, da f(x,y) zweimal stetig differenzierbar ist (Satz von Schwarz). 
Die Hessematrix  Hf = {{fxx(x0,y0), fxy(x0,y0)}, {fyx(x0,y0), fyy(x0,y0)}}!!erhält man als Liste von 

Listen und damit  "# $%&' ( ) * + %&, ' ( , ) - .
+/ %&, ' ( , )
+0 %&, ' ( , )1 2

& 3 &,
( 3 ( ,

4 -
5

$
2
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( 3 ( ,

4
6

7
+// %&, ' ( , ) +/0 %&, ' ( , )

+0/ %&, ' ( , ) +00 %&, ' ( , )8 2
& 3 &,
( 3 ( ,

4 

Schiebt man (x0,y0) auf eine stationäre Stelle, so gibt Text3 zur Bestimmung der „Art“ die 
Werte det = Determinante[Hf] und fxx = fxx(x0,y0) aus (siehe Bed.->Erw. „grad_f! <0.0001“). 

Betrachte auch die Funktion f(x,y) = x2y/(x4+y2) zwischen den beiden Ebenen z = ± 0.5. 
 
Die Figur  ImpliziteFunktion.ggb  zeigt die Lösung folgender Aufgabe: 

Durch F(x,y) = x3 + 3 x y + y3 + 3 = 0 ist eine Kurve c (eine Funktion y = f(x)) implizit gegeben. 

a) Bestimme die Punkte 
von c mit x0 = ! 1 samt 
Tangenten. 

b) In welchem von diesen 
ist F(x,y) = 0 nach  
y = f(x) auflösbar?  

c) Bestimme die Extrema 
der implizit gegebenen 
Funktion f. 

d) Zeige, dass der Punkt 
D von c mit xD = 0 ein 
Wendepunkt von c ist.  

Die Ableitungen f ' und f '' von f erhält man über die partiellen Ableitungen von F und erhält 
für den Punkt D mit f '' = ! (Fxx(D) (Fy(D))! - 2Fxy(D) Fx(D) Fy(D) + Fyy(D) (Fx(D))!) / (Fy(D))3 = 0, 
vgl. den Wert a. 

Betrachte auch das Beispiel Extrema-Parabel.ggb, bei dem die Extrema der Funktion  
f(x,y) = x2 + y2 unter der Nebenbedingung  p(x,y) = x2 +2y – 11 = 0  zum einen direkt durch 
Einsetzen der Nebenbedingung in die Funktion f(x,y) zum anderen mit der Methode von 
Lagrange mit der Lagrangeschen Hilfsfunktion  L(x,y," )=f(x,y)+" p(x,y)  bestimmt werden. 
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